Négy nevezetes mértani helyrol — masképpen

Az alabbiakban targyalando g sikgdrbék kozos jellemzdje, hogy van egy olyan definici6 -
JUK — a fokuszos definicio — , mely nagyrészt k6zos. Ez igy fest:

A g azoknak a pontoknak a mértani helye a sikon, amelyeknek kér adott ponttol

(a fokusz - vagy gyujtopontoktdl ) valo tavolsagainak m - e allando. Itt m: egy matema -
tikai miivelet. Az aldbbiakban is jelentésen tamaszkodunk az ismert [ 1],[2 ], [ 3 ] tan -

¢s segédkonyvekre.

A koz0s targyalas egy kozos koordinata - rendszert alkalmaz, melyben a két fokuszpont
— F; és F, — az x tengelyen helyezkednek el, az y tengelyre szimmetrikusan. Centralisan
szimmetrikus gorbéknél eldnyods valasztas ez — 1. abra.

P(x,y)
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Ezzel:

r1=\/(x+c)2+y2, 7‘2=\/(x—c)2+y2 ,

gl: ellipszis

A definici6 képlettel:
n+nrn=2-a=konst, a>c>0.

Most (1) és(2) - vel:

JE+)2+y2+/(x—c)2+y2=2-a.
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c>0.

1. dbra

(1)

(2)

(3)



Adatok az dbrazolashoz, hosszegységben mérve:
a=5, c=3. (Al)

Majd (3 ) as ( A1) szerint:
JE+3)2+y2+/(x—3)2+y2=10. (F1)

Az (F1) implicit fiiggvény grafikonjat a 2. dbra mutatja.
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Adatok: c=3;a=5.

2. abra
g2: hiperbola
A definici6 képlettel:
n—r==22a -|n—n|=2-a=konst., c>a>0. (4)
Most (1) ¢és(4) - gyel:
|[Jx+c)2+y2—J(x—c)2+y*|=2"-a. (5)

Adatok az dbrazolashoz, hosszegységben mérve:
a=3, c=5. (A2)



Majd (5) és ( A2 ) szerint:

|\/(x+5)2+y2—\/(x—5)2+y2|=6. (F2)
Az ( F2) implicit fliggvény grafikonjat a 3. dbra mutatja.
Adatok: c=5;a=3.
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3. dbra
g3: Cassini - féle gorbe ( ovdlis )
A definicio képlettel:
r -1, =a’=konst., a>0. (6)
Most (1)¢és(6) -tal:
JE+)2+y2-/(x—c)2 +y? =a’ (7)
Adatok az dbrazolashoz, hosszegységben mérve:
a1=6,C1=3; (A3/1)
a2=4, C2=3; (A3/2)
a3=3,C3=3; (A3/3)

a4=2,C4=3;

(A3/4)



Majd (7 ) és (A3 ) - mal:

JEx+3)2+y2-/(x—3)2+y2 =36
JEx+3)2+y2-/(x=3)2+y2=16
\/(x+3)2+y2-\/(x—3)2+y2=9;
Jx+3)2+y2-/(x=3)2+y2=4,

)

)

Az ( F3) implicit fliggvények grafikonjait a 4. dbra mutatja.

[y

04: Apolloniusz - féle kor

A definicio képlettel:

B = k = konst. , k>0
T2

Most (1) és(8) - cal:

Jx+c)?+y? k
o

(F3/1)
(F3/2)
(F3/3)
(F3/4)

4. abra

(8)

(9)



Adatok az abrazolashoz:
c=3(he), k=2. (A4)

Majd (9 ) és ( A4 ) - gyel:
’(x+3)2+y2 .
(x=3)2+y2 2. ( F4)

Az ( F4) implicit fliggvény grafikonjat az 5. abra mutatja.

Adatok: c=3;k=2.

5. dbra

M1. Latjuk, hogy csak a mértani helyes definici6 alapjan dolgozva is rogton eredményre
jutunk az implicit fliggvényekben szerepld paraméterek felvételével, valamint egy ilyen
fliggvény abrazolasara alkalmas programmal. Meglehet, tovabbi informaciokhoz nemigen
jutunk, azonban ,,megusszuk” a rengeteg elézetes szamitast, mely elvezet az illeté gorbe
fliggvényének valamely értelemben ,,kivanatos™ alakjahoz. Véleményiink szerint ennek
kedvezd hatésai lehetnek a Matematika / Koordinatageometria tanitasara / tanulasara is.



M2. Meglepd, de a legkevesebb informacidval az Apolloniusz - féle korrel kapcsolatban
rendelkeziink. Mintha ez ,,mostohagyerek™ lenne: [ 1 ] és [ 2 | - ben nem foglakoznak vele,
[ 3] - ban szerencsére igen. Utdbbi miivet ajanljuk az érdeklddo Olvaso figyelmébe.

M3. Ugy talaljuk, az utobbi idok ,,nagy felfedezése” — résziinkroél — az, hogy az implicit
fiiggvényekkel kapcsolatos meglehetdsen bonyolult szamitasok megsporolhatok egy jo
rajzol6 programmal. Evek o6ta érlelddott ez, most megfogalmaztuk. Olyan ez, mintha egy
masik vilagra nyitnank ajtot, két és haromvaltozos fliggvényeknél is:

~ kétvaltozos esetben: f(x,y) =0,

~ haromvaltozos esetben: F (x,y,z2)=0

alaku fiiggvényekkel dolgozva. Szerencsére mindkét esetre talaltunk ingyen hozzaférhetd,
onalldan is kitanulhato, internetes eredetii, implicit fliggvényeket ( is ) abrazol6 progra -
mokat. Erdsen ajanlott ilyenek begyiijtése!

M4. Furcsa, de nemigen taldlkoztunk még az ittenithez hasonl6 irdssal. Mintha ,,biidos”

— értsd: nem szalonképes — megoldashoz nyultunk volna. Hosszu fejtegetésiink 1ényege,
hogy ez nem igaz. Ahogyan szamitdgép nélkiili korban sziilettiink €s bele kellett tanulnunk
valamelyest a gép hasznalataba — valtoztatva vildgképlinkon €s hozzaallasunkon — , ugy
valtozhat meg a ,,hivatalos allaspont™ is e t¢émakorben, a régebbihez képest.

Persze, lehet, hogy nyitott kapukat dongetiink...

M5. Az Apolloniusz - féle kor egyenlete (9 ) - bl nyerhetd; a [ 3 | nyoman halad6 sz4 -
mitas utan azt kapjuk, hogy:

2
~ a kor kdzéppontjanak koordinatai: x, = ¢ ]]zz—j , k#+1;9,=0; (10/1)
~ a kor sugara: R = izc_k;|' k+1. (10/2)

Most (10 ) és ( A4 ) - gyel, a h. e. = hosszegység roviditéssel:

22+1 5
xo=3(he) 5==3(he) 2=5(he) yp=0(he); (el)
2-ck 2:3(h.e)2  2-3(he)?2
R = k;_1| =202 B0 4 (he), (e2)

egyezésben az 5. abrarol leolvashat6 adatokkal.

Megemlitjiik, hogy az eddig kizart k = 1 specialis eset az F;F, szakasz felez6 mer6legesét
jelenti, ami az 5. abran maga az y tengely; ugyanis ekkor a PF;F, ( P = O esetében clfaju -
16 ) haromszog egyenld szart, igy az ry €s r, oldalak az F;F, alap - szakasz felez6 merdle -
gesének pontjait jelolik ki.



MG6. Az abrakra tekintve azonnal lathato, hogy mindegyik centralis szimmetridval bir;
amde amig g1, g2 és g3 esetében C = O, addig g4 - nél C = K, kivéve a k = 1 elfajuld
esetet, amikor megint C = O.

M7. Szoba hoztuk, hogy akar kezddknél is mitkddhet az itteni megkozelités; valoban:
az ( 1) képlet felirasahoz csak a Pitagorasz - tételre van sziikség, ami mostansag altalanos
iskolai tananyag.

M8. A ,nagy geométer”, a gorog matematikus Pergai Apolloniosz nevét igy irjdk [ 4 ] -
ben. Azonban [ 3 | Apolloniusz, [ 1 ] pedig Apollonius néven emliti ( egy tétele okan ).
Mi a [ 3 ] szerinti nevet valasztottuk.

MO. A kupszeleteknek — ellipszis, parabola, hiperbola, illetve elfajult eseteik — van mas,
nem csak fokuszos definicioja is — [ 3 ]. Ezt csak megemlitjiik, vele tovabb nem foglalko -
zunk.

M10. Az itteni témahoz is jo szivvel ajanljuk az [ 5 | miivet, ami egy igazi szépség. Mar
korabban is tobbszor ajanlottuk. Szerzdje egyike lehet a geometriatanitas megujitdinak.
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